Fonction exponentielle

F. Wlazinski

Licence d’économie

1 Définitions et premieres propriétés

Rappel

Définition 1.1

On appelle fonction exponentielle et on note exp la fonction réciproque de la fonction logarithme.
Autrement dit, In(y) =z < y = exp(z).

Remarques 1.2
Rappel

Propriété 1.3

Pour tout réel x, on a exp(z) = €*.

Inz _

En particulier, cela signifie que, pour tout réel strictement positif z, on a e x.

Propriété 1.4

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérivée.
e Plus généralement, si u est une fonction dérivable sur un intervalle I de R, alors e" est dérivable
sur I et, Vz € I, (") =u' x ™.

Exemples 1.5

Corollaire 1.6

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R

Corollaire 1.7

La fonction exponentielle est convexe.

Corollaire 1.8

Pour tous les réels x et y, on a :
(i) e*=¢e¥ & x=y
(i) e <e? & z<y

(iii) e* <e¥ & x <y
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Remarque 1.9

Onadoncz >0 & e >letx <0 & 0<e” <1.

Exemples 1.10

Propriété 1.11

Pour tous les réels a et b, on a :

(1) ezz—i—b — el % eb

(iii) (e®)b = e

Remarque 1.12

En particulier :

(ii) ve® = e2®

Exemples 1.13

Propriété 1.14

Ona lim e*=0et lim e*=-4o0.
T — —00 xr — +oo

Remarque 1.15

. . _ ) 1
lim = lim e ®*= lim — =0
T — —00 T — 400 T — +oo et

Remarque 1.16

En posant f(z) = €*, on a donc le tableau de variations suivant :

x —00 +00
f(z) +
+00
(@) /
0

Propriété 1.17

X
.ooet—1
On a lim =
x—0 x

1.

2 Limites : croissances comparées

Propriétés 2.1

e Ilim ze*=0et lim = 400

T
xr — —00 T — +oo X
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e Pour tout entier non nul n, on a :
X

. . e
lim z"e¢*=0et lim — =400
T — —00 x — 4oo g™

e Pour tous les réels a et b strictement positifs, on a :

. a x\b . (ex)b
lim |z (e®)’=0et lim
T — —00 r — 400 %

:+oo

Exemples 2.2

Rappel
Pour tous les réels a et b strictement positifs, on a :
Inz)?
lim |z|*(Inz)’=0et lim (In) =0
x — 0t z— +oo g%

Remarque 2.3

3 Exponentielle de base a

Définition 3.1

Pour tout réel strictement positif a, on appelle fonction exponentielle de base a la fonction définie sur
R par x — exp,z = a” = erlna,

Exemple 3.2

Remarque 3.3

I1 ne faut surtout pas confondre les fonctions puissances (z — x®) avec les fonctions exponentielles de
base a (x — a®).

Propriété 3.4
La fonction exponentielle de base a est dérivable sur R et, Vz € R, (a”) = In(a) X a”
Propriété 3.5

Soit a un réel strictement positif et soit f : x — a* la fonction exponentielle de base a.
e Si0<a<1alors f est strictement décroissante.

e Sia>1 alors f est strictement croissante.

e Sia=1 alors f est constante (et égale & 1).

Propriétés 3.6
Soient x et y deux réels strictement positifs et soient a et b deux réels. On a :

b +b

(i) 2% x 2° = x*

(ii) (ma)b — paxb

Définition 3.7

. . . . . 1 1
Pout tout entier n et tout réel a positif, on appelle racine n-iéme de a le nombre {/a = an = en Ina

qui vérifie donc (/a)" = a.



