Intégration

F. Wlazinski

Licence d’économie

1 Primitives

Définition 1.1

Soit f une fonction définie sur I.
Une fonction F' est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et F' = f.

Exemple 1.2

Remarques 1.3

Pour pouvoir intégrer, il faut connaitre quelques primitives usuelles.

Ce sont sensiblement les mémes formules que pour la dérivation.
1

n+1
k
e Sur ]0; +o0o[, pour tout réel k, les primitives de f(x) = —= sont de la forme F(x) = 2k+/z.

Jz
1

e Sur R, les primitives de f(x) = 2™ ou n € IN sont de la forme F(z) = ntl

e Sur RY ousur R*, les primitives de f(x) = i x~ ™ oun €N\ {1} sont de la forme
-1 1
F(z) = = L,
@)= e ~ D
a+1
e Sur |0;+o0], les primitives de f(z) =z (a € R\ {—1}) sont de la forme F(z) = 1:+ T
a

e Sur RY, les primitives de f(x) = — sont de la forme F(z) = Inx.

)
1
T
e Sur R*, les primitives de f(x) = % sont de la forme F(z) = In(—=z).

e Sur R, les primitives de f(z) = e” sont de la forme F(z) = e*.

Notation

On écrit F = / f(t)dt pour exprimer que F est une primitive de f.

Propriété 1.4

Si f est une fonction continue sur I alors f possede des primitives sur 1.

Remarque 1.5

A fortiori, si f est une fonction dérivable sur I alors f possede des primitives sur /.
Propriété 1.6

Soient F' et G deux primitives d’une fonction f sur I. Alors F' — GG est une fonction constante.

Remarque 1.7

Autrement dit, si F' et G deux primitives de f sur I alors il existe ¢ € R tel que G = F + c.
Cette constante c est appelée constante d’intégration.
Cela signifie que si 'on connait une primitive de f alors on connait toutes les primitives de f.
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Exemple 1.8
Remarques 1.9

Propriété 1.10
Soit f une fonction dérivable sur I. Soient a € I et b € R.

Alors il existe une unique primitive F' de f sur I vérifiant F'(a) = b.

Exemple 1.11
1

On cherche la primitive de f(x) = 62% + — sur I = ]0; 4o0] telle F(1) = 4.
x

Remarque 1.12
Rappel : C’est ainsi que 'on définit la fonction logarithme népérien.

1
En effet, la fonction In est la primitive de la fonction (dite fonction inverse) z — — sur ]0; 400 et qui
x
vérifie In1 = 0. 1
Autrement dit, Vz € ]0; +oo], on a (In)'(z) = —.
x

Propriété 1.13

Si F' est une primitive d’une fonction f (sur I) et si v’ est une dérivée d’une fonction u (sur J avec
u(J) C I) alors F'(u) est une primitive de u’ X f(u) (sur I).

Remarques 1.14

On utilise la propriété précédente via quelques formes usuelles.
Soit I un intervalle de R ou R tout entier et soit v une fonction dérivable sur I et dont la dérivée est
notée u'.

1
e Sur I, les primitives de f(z) = v/ x u™ ou n € IN sont de la forme F(x) = 1 ntl
n
!/
u
e Sur tout intervalle I ot u ne s’annule pas, les primitives de f(z) = — =’ xu™™ ot n € N\ {1}.
u

/

e Sur tout intervalle I ol u est strictement positive, les primitives de f(x) = sont de la forme

!/
e Sur tout intervalle I o u ne s’annule pas, les primitives de f(z) = v sont de la forme
u
F(z) =1In|ul.
e Sur [, les primitives de f(z) =« x e" sont de la forme F(z) = e*.

u
2/

2 Intégration sur un segment

Définition 2.1

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a;b] et soit F' une primitive de f sur [a;b]. On

b
appelle intégrale de f de a a b, le nombre réel / ft)dt = [F(t)]2 = F(b) — F(a).

a

Exemples 2.2

Remarques 2.3
b
e Lerésultatde [ f(t)dt ne dépend pas de la primitive choisie. En effet, si G est une autre primitive

de f, alors il existe un réel k tel que G = F+k et donc G(b)—G(a) = F(b)+k—(F(a)—k) = F(b)—F(a).
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. /aaf(t)dt:O

. /baf(t)dt:—/abf(t)dt

Définition 2.4

On dit qu’une fonction f : [a;b] — R est continue par morceauz sur [a;b] si f est continue en tout
point de [a;b] sauf en un nombre fini de points. De plus, il faut qu’en ces points f admette une limite
finie & gauche et a droite.

Exemple 2.5

-z si <0

2 : .
Soient k et ¢ deux réels et soit f la fonction définie sur R par f(z) = ¢ 2~ T kosiozel0d]

—+f¢ si o xz>1
x

Remarque 2.6

Une fonction continue est continue par morceaux.

Définition 2.7

Soient a =z <21 <--- < 2p_1 <2y, = b des réels.
Soit f une fonction continue (ou prolongeable par continuité) sur chacun des intervalles [x;; zi11].

Tit1

n—1
Alors /bf(t) dt = Z/ f(t)dt.
@ i=0 %

Exemple 2.8

3 Propriétés de l'intégrale

Dans toute cette partie, a et b sont deux réels tels que a < b et f, g sont deux fonctions continues par
morceaux sur 'intervalle [a; b]

Théoréme 3.1

b c b
Pour tout réel ¢ de l'intervalle [a, ], on a / ft)dt = / f(t)de +/ f(t)de

Propriété 3.2

Soient A et p deux réels.

b b b
Alors Af + pg est continue par morceaux sur [a; b] et / (Af(t)+pg(t))dt = )\/ f(t) dt+,u/ g(t)dt.

Propriété 3.3

b
Si, Vt € [a;b], on a f(t) > 0 (on dit que f est positive sur [a;b]), alors / f(t)dt > 0.
a

Corollaire 3.4
b b
Si Vit € [a:b] £(1) < g(¢), alors / F(#)dt < / o(t) dt.

Corollaire 3.5

[ rwal < [sona
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Propriété 3.6
b

Si f est positive et si / f(t)dt =0 alors f(t) =0 Vt € [a;b] (on dit que f est nulle sur [a;b]).
a

4 Techniques de calcul
Propriété 4.1
b b
Si u et v sont deux fonctions de classe €' sur [a; b], alors / w(t)' () dt = [u(t)v(t)]” —/ o' (t)v(t) dt
On dit que l'on a fait une intégration par partie. ‘ ¢

Exemple 4.2

Propriété 4.3

Soit f une fonction intégrable sur [a;b] et ¢ une fonction de classe ¢! sur |, 8] avec ¢([a, B]) C [a;b].

©(B) B

Alors on a : / o) dz = / S (1) x F(o(1)) dt
o(a) a

On dit que l'on a fait un changement de variable.

Exemples 4.4

5 Intégrales généralisées
Définition 5.1

b
On appelle intégrale généralisée ou intégrale impropre une intégrale du type / ft)dt ou a = —o0,
a

b = 400 ou alors f n’est pas continue en a ou b.

5.1 Intégrales sur un intervalle du type [¢; +00[ ou |—o0; (]
Définition 5.2
Soit ¢ € R et soit f : [¢; +00o] — R une fonction continue par morceaux.
On dit que l’intégrale /+00 f(t)dt est convergente si la fonction x — /f f(t)dt admet une limite
finie quand z tend vers —Ckoo. ‘
+o0 x

On pose alors : / f(t)dt = En—i}oo/ f(t)de

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale est divergente.

Exemple 5.3

Définition 5.4
Soit ¢ € R et soit f :]oo; c] — R une fonction continue par morceaux.
On dit que [’intégrale f(t)dt est convergente si la fonction x +— / f(t) dt admet une limite finie

—00
quand z tend vers —oo.

On pose alors : / f(t)dt = EH_I f(t)de

Exemple 5.5
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5.2 Intégrales sur R
Définition 5.6

Soit f une fonction continue par morceaux sur R et soit ¢ un réel.

c +oo
Siles intégrales / f(t)dtet / f(t) dt sont convergentes alors l'intégrale / f)de
—00 R

est convergente et [ f(t)dt = }foo At + [ f(t)dt

Il
+
3
-
—~
~
S~—
o,
o~

Remarque 5.7

Exemple 5.8

5.3 Intégrales sur un intervalle du type [a;b] ou ]a; ]

Définition 5.9
Soit f une fonction continue par morceaux sur U'intervalle [a; b|.
x

Si la fonction x +— / f(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers b, on dit que intégrale
a

b b T
/ f(t) dt est convergente et on pose / ft)ydt = limb fl)de
a a T —=0Jq

b b
Si f est continue par morceaux sur |a;b|, on définit de fagon identique / ft)dt = lim f(t)de.

T —a T

Exemples 5.10



