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Exercices d’entrainement Optimisation Corrigés

Correction 1

a. Il faut que 2% + y? > 0 c’est-a-dire x # 0 et y # 0.
Donc Dy = R* x R* x R.

2uz
/
fol@,y,2) = o
2yz
fy(z,y,2) = 212

filz,y,2) = In(z* + y?)
b. Il faut que y > 0.
Donc Dy, = R x Ry x R.

Rappel : /15 = y°/2 et \/y3 = y*/?
gi(x,y, 2) = 24/1° + 322" + 92322
gy x,y,2) = br\/1y?

g.(x,y,2) = 6z2¢%

c. Il faut que z > 0.
Donc Dy, =R x R x RY.

W (z,y,2) = 6e¥/z
1
by (v,y,2) = 6revy/z — =

3xeY 2y

B = 42
Z('I7y7 Z) \/E + 23

Correction 2

fi(x,y,z) = 0 r = 0 x = =2 r = 2
Ona¢ fi(r,y,2) = 0 & y = 0 ou< y = 4 oug y = —4
fiz,y,2z) = 0 z =1 z =1 z =1

Il y a donc trois points critiques : a = (0,0,1), b = (—2,4,1) et ¢ = (2, —4,1).
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" (z,y, 2) = 62

3//,2 (':Ea Y, Z) -

;,2 (:L', Y, z) =

vy (@Y, 2) = fon(2,y,2) =4

(.Y, 2) = [l (2,y,2) =0
( ) =

040
La matrice hessienne de f en a est He(a) = | 4 2 0
0 0 2
Donc a est un point col.
24 40
La matrice hessienne de f enbet en cest H = Hp(b) =Hs(c)=1| 4 2 0
0 0 2
On a:
24 4
]H|2_' L ‘_32>0
24 4

La fonction f admet donc un minimum local en b et en c.

Correction 3

fi(x,y,z) = 2xe””, fo(x,y,2) =2y =2z et fl(x,y,2) = =2y + 4z — 2.

filz,y,z) = 0 r = 0
Onaq fi(z,y,2) = 0 & y = 1
fiz,y,2) = 0 z = 1

Il y a donc un seul point critique : @ = (0,1, 1).

(Y, 2) = 2¢”° + dz2e”’ = (2 + 422)e””

2 0 0
La matrice hessienne de f en a est Hp(a) = | 0 2 =2
0 -2 4
On a:
[Hy(a)ly >0
2 0
il =|§ 5 |=1>0
Hi@h=2x| %, =850

La fonction f admet donc un minimum local en a.

Correction 4

filw,y, ) = 2zyIn(2)e” V" 4 20 = 22 <y In(z)e®"+v* + 1)

2
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- 12 2 $2 2 - 2 332 2
o(7,y,2) = 1 x In(2)e” ™ +ylIn(2)2ye” 7" = (1 + 2y°) In(z)e™ ¥
Y

zlt(xv 72) - geszryQ‘
f;(l‘, Y, Z) = 0 2z (y ln(z)exzﬂﬂ + 1) = 0 = 0
fzy,z) = 0 & ¢ (1+2)In(2)e” " =0 & ¢ 2 =1
f;(x,y,z) = 0 g€x2+y2 _ 9 y - 0

z
Le seul point critique est a = (0;0;1).
e (T,y,2) =2 (?/ In(z)e ¥ + 1) + 22 (y ln(z)2xef’f2+y2)

",(0,0,1) =2

v (T,y,2) = 4y In(2)e** % + (1 + 2y%) In(z)2ye” +v°

"(0,0,1) = 0

Ly, 2) = e

7,(0,0,1) =0

@y, 2) = fi(z,y,2) = (1+2y°) In(z)2xe® +v°

Q/C'y((), 0,1)=0

12y, 2) = fh(a,y,2) = Loaer "

”(0,0,1) =0

" (g, 2) = 1 (0, 2) = 1+ 2y? P

-(0,0,1) =1
2 00

La matrice hessienne de g en a est donc Hy(a) = 0 0 1

010

Puisque |H(a)|2 = 0, la matrice hessienne n’est ni définie positive ni définie négative (elle est
juste positive).

Correction 5

a. Onag(z,y) =0 & y=1—1x.
Donc h(z) = f(z,1 — ) = 23(1 — 2)? = 25 — 22% + 3.
La fonction h est dérivable sur R et h/(x) = 5z* — 823 + 32% = 2%(52? — 8z + 3)
A=64—4x5x3=4=22
8-2 3 . 8+2

L ines de 5x?2 — 8x + 3 sont 11 = —— = — et -~ =1.
€S racines de ox T + sont Trq 10 5 el To 10

Les points critiques sont obtenus pour x = z1, * = x5 et x = 0 c’est-a-dire M, (g, g),
M, (1,0) et M5(0,1).

De plus, '(z) <0 & 512 —8r+3 <0 & §<x< 1.

On obtient donc que M; est un maximum, M est un minimum et M3 est un point col.

b. On pose L(\, z,y) = f(z,y) + A\g(x,y) = 239> + Mx +y — 1).
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L\ z,y) =32%% + )

T

L (N x,y) =223y + A

Yy
L\ z,y) =g(z,y) =z +y—1
L'(\zy) = 0 = 3z%°+ )
L;()\,l‘, y) = 0 = 2x3y + A Lo+ Lo— 14
L\Nzy) = 0 = z+y—1

A = —3a2y?
& 203y — 3x%y* = 2?y(2x —3y) = 0
r+y—1 = 0
3
xr = =
z =0 r =1 g
&= y = 1 oud y = 0 oud y = -
A =0 A =0 {)08
625
: . : . 32
Soit les mémes points critiques M; B E , M5 (1,0) et M3(0,1).
LY, (N z,y) =0
Lj> (A @,y) = 6xy?
L\ z,y) = 22°
L'\ zy) =1
LAz, y) =1
Ly, (N @,y) = 62%y
o 0 1 1
La matrice hessienne bordée du Lagrangien est Hy(\,z,y) = [ 1 6xy* 622y
1 62%y 223

Rappel : (Ici n = 2)

i Siles n — 1 derniers mineurs principaux diagonaux de la matrice hessienne bordée du
Lagrangien H (A, z,y) évalué au point critique M sont alternativement > 0 et < 0, le
dernier d’entre eux étant de méme signe que (—1)" alors M est un maximum local.

ii Siles n—1 derniers mineurs principaux diagonaux de la matrice hessienne bordée du La-
grangien H (A, x,y) évaluée au point critique M sont tous < 0, alors M est un minimum

local.
o 0 1 1 0 1 1
On a juste a calculer det(H (N, xz,y)) = | 1 6zy* 62%y | =] 0 6zy® — 62%y 622y — 223
1 6z%y 223 1 622y 213

= 2z(6zy — 3y* — 2?)

C)TICO

2 18
En M, on obtient det = >) = — >0, c’est donc un maximum.

A (330)) -

En M,, on obtient det(H(1,0,0)) = —2 < 0, c’est donc un minimum.

En Mj, on obtient det(H(0,1,0)) = 0, c’est donc point col.

/\

Correction 6
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a. Onag(r,y) =0 < y=2zr—1.
Donc h(z) = f(z,20 —1) =22z — 1) —2* + 62+ (22 — 1)* — (2x — 1) = 22* — 2% + 32? + 2.
La fonction & est dérivable sur R et h'(z) = 823 — 322 4 6x = z(8z* — 3z + 6)
A=9—-4x6x8<0.
Le polynéome 822 — 3z + 6 n’a pas de racine dans R : il est toujours positif.
Le seul points critique est obtenu pour x = 0 c¢’est-a-dire a = (0; —1).
De plus, M (z) <0 < z <0.

On obtient donc que f admet un minimum a.

b. On pose L(\, z,y) = f(x,y) + Ag(x,y) = 2%y —2® + 62 +y* —y + A2z —y — 1).

L' (N z,y) = 32%y — 22 + 6 + 2\
L’()\xy)—x +2y—1-2A

A2y =g(r,y) =20 —y—1
L'Nzy) = 0 = 32%2y—20+6+2\ Ly <+ Ly + 2L,
LXNzy) = 0 = 2°42y—1-]A
Hvay) = 0 = 20-y-1
823 — 322+ 6z = 0 (équation résolue dans la question a.)
& <A = ?+2y—1
Y = 2x—1
r = 0
= y = —1
A= 1
Soit le méme point critique a = (0; —1; 1).
LY, (N z,y) =0
L” (N, x,y) = 6zy — 2
LZQ()\7x7y) =2
LZA</\7'I7Z/) =
LZ}\()\,ZL’,?J) = _]‘2
1 o
Ly, (A z,y) =3
o 0 2 —1
La matrice hessienne bordée du Lagrangien est H (A, z,y) = 2 6ry—2 32°
—1 32 2
o 0 2 —1 0 0 —1
det(Hy(\z,y))=| 2 6xy—2 322 |=| 2 62°+6zy—2 322
-1 32 2 -1 32 +4 2
- 2 62 46zy—2| 9 9 B 9
=1 322 + 4 = —(62°+8+62°+62y—2) = —(122°+62y+6)
En a, on obtient {FL(CL)‘ = —6 <0, c’est f admet un minimum en a.

Correction 7

Remarque : d’apres ’ensemble de définition, on a z # 0.

On pose A = (1, —1;—-1; \3/5)
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1. On pose L(\, z,y, 2) = 22y + 2% + A2z + 2y — 2% + 6)
LN\ z,y,2) =20 +2y — 2%+ 6

L' (N x,y, 2) = 2zy* + 2\
L (N x,y,2) = 2yx® + 2X
L\ z,y,2) =322 — 322X = 322(1 — \)
L\(A) = 2(=1)+2(-1)—(V2)*+6 = —2-2-2+46 = 0
L'(A) = 2(-1)(-1)?+2 = —242 0
Ona: 5 9 .
L,(A) = 2(=1)(-1)*+2 = —242 = 0
L(4) = 3(¥2°0-1) — (V2P x0 = 0
Le point A est donc bien un point critique.
2. On calcule les dérivées secondes.
L'y (N x,y, 2) = 2y Ly, (N x,y,2) = 4xy Ly (\x,y,2) =0
L\ w,y, 2) = 22° L' (N z,y,2) =0 L\ z,y,2) =2
LN\ z,y,2) = 62(1 — A) L'\ z,y,2) =2 L'\ x,y,2) = —32°
L (A 2,y,2) =0
La matrice hessienne bordée du Lagrangien est
0 2 2 —322
— - 2 2% dxy 0
HL()\JAZJ’Z) - 2 433@] 2%’2 0
-322 0 0 62(1-))
3. Nature du point critique.
0 22 -3V4
Aupoint A, on a: Hy(A) = Hy (1;-1;-1;v/2) = 2 240
p ) . L L y ) ) 2 4 92 0
—-3v4 00 0
0 2 2 0 2 2
Hy(A)s=[2 2 4]|=|0 -2 2|[=16>0
2 4 2 2 4 2
3
A LT
Bt [Hi( Al =det(H(A)=| 5 ;5 o |= 3V4[2 40
4 2
-3v4 0 0 0 0
:—95/%‘ Z ‘21 = 108v/16 > 0

Le point A n’est ni un minimum ni un maximum.
Correction 8

On pose L\, z,y,2) =xlnz?* +ylny +z2nz+ ANz +y+ 2z —6)

6
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L\(\z,y,2)=x+y+2—06
L'\ x,y,2z) =Inz? +2+ )
L,(\z,y,2) =Iny+ 1+ A
L (N\z,y,z)=Inz+ 1+ A
(2 +y+2—6 = 0 r+y+z2—6 = 0
Ina?+24+X = 0 Ly Ly—Lg Inz? —lny+1 = 0
Iny+1+XA = 0 T Y my+1er =0
( Inz+1+XA = 0 Ly Ly—Ls z =y
( 2y = 6—x 2y = 6—ux 2y = 6—x
In ex? = Iny 2ex? -2y = 0 2ex+12 -6 = 0
& 4 <~ ~
z =Y z =Y z =Y
( Inz+1+A = 0 Inz4+1+X = 0 Inz+14+X = 0
Pour I'équation du second degré 2ex? +x —6 =0, on a A = 1 + 48e.
On obtient xy = —1- 42—{—486 ~—1,15 et z9 = —1 461+48e ~ 0, 96.

On obtient y, z et A en conséquence. Et donc deux points critiques a = (A; —1,15; 3, 58; 3, 58)
et b= (Ay;0,96; 2,52; 2,52).

L (AN x,y,2) =0 Ly, (A w,y,2) =0 Ly (\z,y,2) =0

2
LN x,y,2) = - L' (N x,y,2)=0 L\ w,y,2) =1
1
LA\ w,y, 2) = ; L\ (N z,y,2) =1 L (N zyy,z) =1
1
LN 2y, 2) = =
z
0O 1 1 1
2
1 — 0 0
_ x
La matrice hessienne bordée du Lagrangien est H(\, z,y,2) = 1 0 1 0
Y 1
1 0 0 -
z
2
- 0 0
x
— 1
\Hr(\ z,y,2)]5=] 0 — 0 |=—
y ) Yz
0 0 -
z
0 1 1 1 01 1 1
5 2 1 11 1
1 =0 0 0 - -0 2 1
oy li=|, © 1 =, o 2|7 5 °
| L\NTL Y, 4 = 10 2 0 =1 0 1 0 =| z X
Y I 0 - -
1 0 0 - 00 —— -
z y oz
L2<—L2—L3;L4(—L4—L3
1 0 0 1
2 2 2 - - _Z
| e | vy e w22 1
'g vy 135 1 1 Ty xz Yz
Y z Y ‘
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e [Hy(a)|s <0 (produit d’un terme négatif et deux positifs)
|H(a)|s ~ 0,47 >0

Donc le point a est un point col.

o [Hp(b)|s>0
|Hp(b)]s <0

Donc f admet un maximum local au point b.



